Opakovani - Mechanika kontinua — napéti a deformace

F * Plosné¢ sily napt. tahova sila plisobici na kontinuum v jednom

E
< smeéru vede obecné k deformaci kontinua.
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R

l * Pti této deformaci kontinua dojde tedy ke zméné€ rovnovazné
polohy castic, coz ma za nasledek vznik sil mezi ¢asticemi —

F  tedy vznik napéti, které se snazi kontinuum vratit do

—T— plvodniho stavu. Po ustaveni rovnovahy mluvime o stavu

oy napjatosti.
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* Sily jsou rozdéleny po ploSe vySetfované Casti kontinua a podilem: ¢ =——

dS

» Napéti miZzeme pomoci normalove a tecné slozky elementarni sily rozdé€lit na normélovou a
teCnou slozku napéti:
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Opakovani - Mechanika kontinua — pohybova rovnice kontinua

* Tenzor napéti: O ny O,,
O=10x Oy Oy
sz Jzy Gzz Yy,

* Z rovnovahy vysledného momentu sil plyne: O =0

* Po limitnim zmensSeni a zkraceni objemu dostaneme pohybovou rovnici kontinua:

aaxx any 6 zx d U
+ +
OX oy 0z dt*

0 0 0 d’u 00; U,
Ty Dw Gzy+Gy:p =) G_”+Gi=pd L:',
ox oy oz dt isxy.z O dt

0 2 . F
00y % , 00y ,=p d uzz kde G =lim—
OX 0z dt V-0V



Opakovani - Mechanika kontinua — napéti a deformace

yp ~  Vektor posunuti je zavisly na soufadnicich, miize se od mista k mistu
menit: G=7F—-T
« Zménime-li polohovy vektor podél osy x 0 element dx zmeéni se
posunuti o du,. Takovou deformaci ve sméru osy X oznacime:
X _ — _
_ aux - Ix IxO _ auy - Iy Iyo _ auz - Iz IzO
Ty YTy, R
X x0 ay y0 z z0
» Deformace zpiisoben¢ smykovymi napétimi : 1(oéuou
I J - -
=— + I, ] =X,Y,Z
i . ) ) A
219 o
& & & )

» Vztah mezi vektorem posunuti a polohovym
vektorem u homogenni deformace je urcen U=c¢cr, kde ¢=|¢ & &
tenzorem malych deformaci:

 Tenzor malych deformaci je symetricky stejné€ jako tenzor napéti: E. =&



Opakovani - Mechanika kontinua — Hooketiv zakon

« Ukolem nauky o deformaci pevnych latek je zjistit kvantitativni
vztah mezi deformacemi a napétimi, které v télesech budi vné;si

sily.
 Bude-li mit ty¢ vSude stejny priifez, bude vSude stejné i normalové
l | napéti: B F
O,=—_"
S
Al * Pomér ¢ udava Ciselné prodlouzeni ty€e jednotkové délky a nazyva
F se relativni (pomérné) prodlouZeni.:
| -1 o
g=—"> = ¢g=ko,=—"1
0 E
kde E je Youngiiv modul neboli modul pruznosti v tahu.
* Pi1 pod¢élném namahani tyCe se priifez zmensuje se zvEétSujicim se d, —a "
zatizenim. ProdlouZeni ty€e vede tedy ke zkraceni strany a pfi¢ného fezu, = a = KO,
muzeme tedy analogicky zavést relativni (pomérné) piicné zkraceni tyce: 0
o o 1 1
* Dosadime-li za normalove napéti z Hookova n= k|0 N = kI Ee=—¢e=——o0 0

zékona dostaneme: Hp HpE



Opakovani - Mechanika kontinua — Hooketiv zakon

3

a

* Pro relativni zménu objemu dostavame:

-V
AV _ V-V _ 3(e-27)=
Vo Vo
—2
ﬂ:_g(l_ 2 jan:_3(ﬂp )O-n
Vo E Hp E Hp E
 Pi1 smykové deformaci plati opét Hookeliv zdkon:
a =Ko, = 1 of

* kde k je soucinitel posunuti a G je modul
pruznosti ve smyku. 1 E E




Mechanika kontinua-deformace pevnych latek, zobecnény Hooketv zakon

« Ukolem nauky o deformaci pevnych latek je zjistit kvantitativni vztah mezi deformacemi a
nap&timi, které v télesech budi vné&;jsi sily.
» Pfedpoklad o piimé umérnosti mezi napétim a deformaci, znamy z elementarniho Hookeova

zakona pro tah a smyk lze zobecnit a vyjadiit vztahem:

Ojj = Z ZCijklgkI’ L1=XY,Z
k=x,y,z 1=X,y,z

- Koeficienty C;, popisuji vlastnosti studované latky a budeme jim fikat elastické koeficienty.
Tyto koeficienty jsou slozkami tenzoru 4. fadu a maji 34 tj. 81 slozek. Vzhledem k tomu, ze
tenzory napé€ti a deformace jsou symetricke tenzory druhého fadu, uvazime-li jesté krystalovou
symetrii, potom se redukuje pocet nezavislych slozek na 21 v pripadé triklinické krystalové
soustavy a na 3 v piipad¢ krychlové krystalové soustavy.
* Pro izotropni téleso, které ma fyzikalni vlastnosti stejné ve vSech smérech, se pocet
nezavislych koeficienti redukuje na dva a zobecnény Hooketiv zakon dostaneme ve tvaru:

oy =Ao;¢ +2ug; kde ¢ =¢,+¢,+¢g, a I =O(i¢j), S; :1(i:j)
kde A a pu jsou Laméovy koeficienty. Jsou-li elastické vlastnosti latky popsané Youngovym
modulem a modulem pruznosti ve smyku je zobecnény Hooketiv zadkon:

G(E-2G G(E-2G
Oy = ( )5ij5, +2Gg; kde A= ( ) a u=G
3G-E 3G-E




Mechanika kontinua - pruznost

« Zakladni tilohou teorie pruznosti je najit napéti a deformaci v kazdém bod¢ télesa, zname-li
rozloZeni napéti, nebo deformaci na povrchu télesa.
* Pro kazdy bod kontinua mame najit sl.oZky tenzoru napéti a slozky vektoru posunuti, ktré

vyhovuji rovnicim rovnovahy kontinua:

00 _
> —1+G =0, i=xy,z

j=X,Y,z aj
. O0U;
o; = A0, +2us; kde g :E au_' +—!
2\ 0 O

a Hookeové zakonu:

« Zname-l1 vektory napé€ti na povrchu télesa, miiZzeme pii stanoveni pocatecnich podminek vyjit z

rovnice: ~ . _
c,=ov, tedy o, = Zaijvj, kde 1=X,Y,z

j=X,v,z

Ktera musi byt splnéna v bodech na povrchu télesa.



Mechanika kontinua — pruznost - tah

* Pfi vySetfovani tahu miizeme zanedbat plisobeni vlastni tihy

y> vzorku, objemova sila je tedy nulova.
G =0, 1=XY,z
z X * Rovnici rovnovahy miizeme splnit, pokladame-1i slozky tenzoru
Io nap¢ti za konstantni v celém objemu vzorku:
olol
— ]=X,Y,2 J
o, *Vektor napéti na spodni, horni ploSe vzorku ma slozky:

G, =(E,o, oj, G, =(—E,o, OJ
S S

 Okrajové podminky na spodni a horni podstavé vzorku:

o; = Zaijvj pro v:(l,0,0) — Gxng, oc.=0 o,=0

Xy
]=X,Y,Z

pro v=(—1,0,0) - o,=—, o0,=0 o,=0

XX X
S y



Mechanika kontinua — pruznost - tah

*Vektor napéti ma na valcové ploSe vzorku nulovou hodnotu:

y &, =(0,0,0)
7 * Okrajové podminky na valcove ploSe vzorku(pfedpokladame, Ze
| X slozky tenzoru napéti jsou konstantni v celém vzorku):
0 ~
| o, = Zcfijvj pro v:(O,vy,vz)
Al s
g, -0=0,v,+o,v,, O0=0,v,+0,V,

-0, =0,0,=0,0,=0

* Hodnoty slozek napéti dosadime do Hookeova zakona:

%:gxx :ﬂ,gl +2/¢5XX E =&y tTEyTE, :lf—l,ugxx
0=Ae, +2ue,,, 0=A¢, +2ue, =&, =&, F_uBA+2u)
_2 S A+u 7
E =&y téEy,tE, = gyy:2(/1+,u)gxx
0=2u¢,,0=2p¢,0=2u,= ¢&,=¢,=¢,=0



Mechanika kontinua — pruznost - tah

~ *Ve vysledku tedy:
y>
E = O = IU(3/1+ 2IU)gxx = ngx =E A_I
Z S A+ 1 |
. ' (34+2u)
| A E= H H
Al A+ 2
o

1%

U, =& Xt+ée,Y+é,z
* Pro homogenni deformaci, kdy jsou slozky vektoru

posunuti pfimo imérné soufadnicim: u, =ée,X+ée,y+eée,z

U, =, X+&,Y+€,2

z

* Dostavame pro vektor posunuti:
Uy =¢&y,Yy

Uu,=¢,12



Mechanika kontinua — pruznost — tah, meze platnosti Hookova zakona

_ *Hookuv zakon — linearni zavislost napéti na relativnim
Yy prodlouzeni:

Z GXX — E('C;XX
l X
F
Al | O = g Oblast plastické deformace, neplati Hooktv zakon,
G A téleso po uvolnéni napéti zlistane trvale deformované

Mez pevnosti Oy dec o e Z

Mez pruznostt Og |7~~~ "~"""7 4
Mez imérnosti Oy F------- Bod, kdy dojde k pietrzeni télesa (dratu).
/

/
/
/
/

/
Oblast e/l’dstické deformace, plati Hooktiv zakon,

téleso ge po uvolnéni napéti vrati do plivodniho stavu.
/
/

5 > E =
Taznost & f I



Mechanika tekutin — Rovnovaha, Hydrostatika

» Tekutiny — spolecné oznaceni pro kapaliny a plyny.
F
e |
F N =lim, ,

* Tlak: = Pal=| p AS—0

P= [Pal=| AS
* Dokonala tekutina — spojité rozprostiena latka, pro kterou v
kazdém bod¢ plati :

Pp=>0

* Smykova napéti jsou v dokonalé tekutin€ vzdy nulova, modul
pruznosti ve smyku je nulovy G=0. Dokonala tekutina se nebrani
zmeéng¢ tvaru.

* V idealni tekutin€ nelze realizovat tahova napéti.

- Dokonala kapalina je nestladitelna: po(r) =konst, p=>0

» JelikoZ se objem dokonalé kapaliny neméni, je prvni invariant tenzoru deformace nulovy:

V-V,

V =abc =a,b,c, +a,b,C, (gxx +e, té&, ):V0 +V,e, = ¢, =
0



Mechanika tekutin - Rovnovaha

* Dokonaly plyn je stlacitelny, zname-li stavovou rovnici _ AF l F
plynu (napf. pro idealni plyn pV/T=nR=nN,kz=konst.), P = im s, AS
muiizeme urcit hustotu plynu jako funkci tlaku v daném

miste: 0= ,O(D(F))
* [ pro tekutiny plati rovnice rovnovahy kontinua: AF
o =—6;p = —Z—P+Gi:0, 1=X,Y,2Z ‘
I
Vp =grad(p)= P i P i, Prl=c
ox oy oz

« U kapalin je hustota konstantni a objemove¢ sily miZzeme stanovit pfed feSenim rovnice rovnovahy.
* U plynii ale zavisi hustota na tlaku a je vyhodnéjsi do rovnice zavést intenzitu silového pole,
hovotime potom o rovnici hydrostatické rovnovahy :

—_ [—1

F VG G 1 -1 op
= = = ——grad(p)=1, — =
m m  p(p) p(p) p(p) O

., 1=XY,2

—



Mechanika tekutin — Rovnovaha — Pascaluv zakon

: : ot 4 F
* Pro kapalinu (p=konst.) jsou parcialni derivace tlaku _ AF l
nezavislé na tlaku. Objemovymi silami je tedy rozlozeni P = im s, AS

tlaku (feSeni rovnice) v kapalin€ urCeno az na aditivni

konstantu: f (F), p(I—;) _ .I: (I—;) 4 k

Okrajové podminky (urceni jedné konstanty) se redukuji AF
na znalost tlaku v libovolném jednom bod¢ kapaliny. ‘
Zménime-li v tomto bod¢ tlak, zméni se o stejnou

hodnotu i konstanta k a tim 1 tlak libovolném bodé

kapaliny.

p(o) =P, = Pp=T()+k = k=p,—T1()
P(f)) = P +Ap = P +AP=1()+k = Kk=p,—1(r)+Ap

*Pascaliiv zakon: ,,Zm¢na tlaku v jednom misté kapaliny zptisobi stejnou zménu tlaku v
celém objemu kapaliny, pokud je pfed zménou 1 po zméné kapalina v rovnovaze.*



Mechanika tekutin — Rovnovaha — Pascaluv zakon

» Hydraulicky lis, miizeme zanedbat objemove sily: op _ op _ op =0 = p=konst.

| X

oX oy 0z

S,

«Price: V, =V, = Sh =S,h, = Fh=Fh E
t F, lFl




Mechanika tekutin — Rovnovaha — Pascaluv zakon

» Tekutina v tihovém poli F, =—mg

X * Vyjdeme z rovnice hydrostatické rovnovahy :
y 1 aF_)=|-, | :i:_g, | =0, |
_— p(p)oi " y
lh llfg 1 op_ L P_o L P_,
S p(p)ox ' p(p)oy  p(p) ez

* Tlak nezavisi tedy na soutradnicich y a z.

* Pro dokonalou (nestlacitelnou) kapalinu je o = konst. Dostaneme tedy pro hydrostaticky tlak:

dp(x
Zi)=—pg = p(x) =—pgx+k

» Na hladinu x = -h = 0 nam pasobi pouze barometricky tlak b:

P(0)=b=-pg0+k = p(h)=hpg+Db
Ap = p(h)-p(0) =hpg




Mechanika tekutin — Rovnovaha — Pascaluv zakon

* Tekutina v tthovém poli

X * Vyjdeme z rovnice hydrostatické rovnovahy :
P
=1, l,=-9,1,=0,1,=0
y  p(p) di ’
lh - 1 op_ | 1 8p:O’ L op_,
S 9 p(p) OX p(p) oy p(p) oz
* Tlak nezavisi tedy na soutfadnicich y a z.

« Zavislost tlaku plynu na vySce v tthovém poli 1ze urcit pokud zname stavovou rovnici plynu:

NakgT m_p _dp(x)__9g
V C dx C

9,
p(x) = Ae” = Aae™ +A%e0‘X =0 =D« :—% = p(x)=Ae ©

pV:nRT:%NAkBT, —C = p(p)= 0

» U hladiny mofte X = 0 ndm ptisobi tlak p, a hustota p,. Pro barometrickou rovnici dostdvame:

—p = A, =P Cpe " kde p, 210°Pa, g, =12 kgm®
P(0) = p, = Ae”, c = Pp(X) = pye 1 e p,=10"Pa, p, =12 kgm

0
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